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Resumen. Uno de los aspectos mas importantes en la simulacién numérica de las ecuaciones
de Navier-Stokes es la eficiente resolucion de los grandes sistemas de ecuaciones que resultan
al discretizar flujos internos o externos. Este trabajo esta enfocado a la resolucién eficiente de
un flujo incompresible en tridngulos de diferente forma, y asi en un futuro disponer de una her-
ramienta de disefio para flujos internos y externos. Es bien conocido que el método multimalla
es uno de los métodos mas répidos para resolver grandes sistemas de ecuaciones, con factores
de convergencia muy pequefios e independientes de la malla usada. Los métodos multimalla
geométricos, inicialmente disefiados para mallas rectangulares, son susceptibles de ser usados
en mallas triangulares semi-estructuradas. A partir de una malla grosera no estructurada que
capture la geometria del dominio, se construye la jerarquia de mallas por refinamiento regular
de los elementos de la malla no estructurada, dividiendo cada tridngulo en cuatro tridngulos
congruentes. Las mallas resultantes son globalmente no-estructuradas, pero localmente estruc-
turadas en cada elemento original. Explotando la regularidad de la malla y con una estructura
de datos adecuada, el codigo puede ser implementado sin ensamblar la matriz de coeficientes
del sistema, reduciendo drasticamente la memoria requerida y dando lugar a métodos de resolu-
cién realmente muy eficientes. En este trabajo se presenta un método multimalla geométrico en
mallas semi-estructuradas triangulares para la resolucion eficiente de las ecuaciones de Navier-
Stokes discretizadas por elementos finitos cuadraticos para aproximar las velocidades y lineales
para la presion. Este método se basard en un suavizador de tipo Vanka, el cual puede con-
siderarse como un método de Gauss-Seidel por bloques solapados. Ademads, se utilizard una
estructura de datos adecuada para conseguir una eficiente implementacion del método basada
en moléculas, es decir, sin ensamblar la matriz de coeficientes del problema. Esto nos permite
realizar simulaciones con un gran nimero de incégnitas utilizando muy poca memoria y con un
coste computacional muy reducido.



1 INTRODUCCION

Es bien conocido que el método multimalla Brandt (1984); Briggs et al. (2000); Hackbusch
(1985); Trottenberg et al. (2001) es uno de los métodos mas rapidos para resolver grandes sis-
temas de ecuaciones, con factores de convergencia muy pequeiios e independientes de la malla
usada. Basicamente hay dos clases de métodos multimalla, geométricos y algebraicos. En los
métodos multimalla geométricos una jerarquia de mallas debe de ser propuesta y principalmente
se han aplicado sobre mallas estructuradas. Por otro lado, los métodos multimalla algebraicos
no utilizan ninguna informacion en relacion con la malla en la que el problema es discretizado,
y estdn relacionados con discretizaciones por elementos finitos sobre mallas no estructuradas
definidas sobre dominios complejos, y con problemas con gran variacion en los coeficientes
de la ecuacién. En general los métodos multimalla geométricos tienen un coste computacional
menor por iteracién que los algebraicos debido a que explotan la regularidad de la malla y
la simplicidad de la estructura de datos. Por tanto, cuando un método multimalla geométrico
puede ser definido de forma adecuada, es preferible a un método multimalla algebraico.

Una alternativa que permite resolver problemas con geometria relativamente compleja de
forma eficiente es la aplicacion de métodos multimalla geométricos sobre mallas semi-estructuradas.
Esto es, a partir de una malla grosera no estructurada 7, que capture la geometria del dominio,
se construye la jerarquia de mallas por refinamiento regular de los elementos de la malla no es-
tructurada, dividiendo cada elemento en cuatro elementos congruentes. Las mallas resultantes
son globalmente no-estructuradas, pero localmente estructuradas en cada elemento original.
Esta estrategia genera una sucesion de mallas conformes jerarquicas, 7o C 7 C ... C T,
donde los operadores de transferencia entre dos mallas consecutivas pueden ser definidos de
forma geométrica. Otra ventaja de la utilizacion de estas mallas es la posibilidad de poder
implementar el método multimalla en una versién libre de matriz, esto es, resolver el sistema
sin construir la matriz de coeficientes. En el caso de discretizaciones por elementos finitos, es
usual calcular dicha matriz mediante el algoritmo de ensamblado, esto es, recorrer todos los
elementos de la triangulacion, construyendo la matriz local y sumando su aportacion en la posi-
cion correcta. En discretizaciones de problemas con coeficientes constantes definidas en mallas
semi-estructuradas, no es necesario ensamblar la matriz, ya que el método de los elementos
finitos puede ser implementado usando moléculas. Notar que en mallas semi-estructuras con-
struidas de la forma descrita en el parrafo anterior, una molécula es suficiente para representar el
operador discreto en cada elemento grosero, ya que todas las ecuaciones correspondientes a los
nodos interiores en un nivel de refinamiento fijo de dicho elemento son las mismas. Por tanto,
el proceso estandar de ensamblado sélo es utilizado en la malla mas grosera 7, lo que reduce
dristicamente la memoria requerida para almacenar las matrices, dando lugar a métodos de res-
olucién muy eficientes. Recientemente, se ha propuesto una implementacién basada en molécu-
las para la resolucion por métodos multimalla geométricos sobre mallas semi-estructuradas del
problema de Poisson Gaspar et al. (2010) y del problema de la elasticidad Gaspar et al..

Uno de los aspectos mds importantes en la simulacién numérica de la mecénica de fluidos
es la resolucién de las ecuaciones de Navier-Stokes. Una implementacion del método de los
elementos finitos de Taylor-Hood sobre mallas semi-estructuradas basada en moléculas se ha
propuesto recientemente en Heidenreich et al.. Este trabajo esta enfocado a la descripcion de las
componentes del método multimalla geométrico adecuado para la resolucién de las ecuaciones
de Navier-Stokes incompresibles discretizadas por elementos finitos Taylor-Hood en mallas tri-



angulares semi-estructuradas.

La organizacion del articulo resulta de la siguiente manera. En la Seccion 2 el problema, la
linealizacion y la correspondiente discretizacion por elementos finitos son introducidas. En la
Seccion 3 se describe el método multimalla geométrico que se va a proponer en este trabajo,
haciendo especial énfasis en el suavizador de tipo caja, que es adecuado para el problema que se
trata. Finalmente, en la dltima seccién, Seccion 4, mediante el método multimalla geométrico
propuesto en la seccién anterior, se presenta la resolucién del problema del flujo laminar in-
compresible en una cavidad triangular impulsada por una pared moévil.

2 ECUACIONES DE NAVIER-STOKES Y SU DISCRETIZACION POR ELEMEN-
TOS FINITOS

En este trabajo consideramos las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles en el caso
estacionario,

—vAu+ (u-V)u+ Vp =0, in €,
divu = 0, in €2, (1)
u=g, on' = 00,

donde u = (u,v)" denota el vector de velocidades, p es la presién, y v es la viscosidad cin-
ematica del fluido. La condicién de contorno de Dirichlet para las velocidades viene dada por
g, que satisface la condicién de compatibilidad
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oN

El problema no lineal (1) es linealizado por el método de iteracion de punto fijo, esto es, si
(u™, p™) es la solucién correspondiente a la iteracion n, entonces la solucion correspondiente a
la siguiente iteracion es calculada resolviendo el problema

—vAu"tt 4 (0" - V)u'tt 4 vpttt = 0, in Q,
divu™™ =0, in Q, 3)
u"t =g onl =00

El problema lineal de tipo punto silla (3), conocido en la literatura como problema de Os-
een, es discretizado por elementos finitos. Sea 7, una triangulacién del dominio §2, esto es,
descomponemos el dominio €2 en un conjunto { K;}¥, de tridngulos de forma que

y de manera que la intersecciéon K; N K, para ¢ # j, es o bien vacia, o bien un lado comun,
o bien un vértice comun. Consideramos P, — P, el par de espacios de elementos finitos para
aproximar el problema (3), donde P es el espacio de funciones continuas polindmicas a trozos
de grado k. Por tanto, las velocidades son representadas en cada elemento por los valores en seis
nodos (los tres vértices y los tres puntos medios de los lados del tridngulo) y son interpoladas
usando polinomios cuadraticos. La presion es representada por los tres nodos asociados a los



vértices y es interpolada usando polinomios lineales. Este par de espacios de elementos fini-
tos cumple la condicion de estabilidad de BabuSka-Brezzi, también llamada condicién inf-sup,
garantizando la resolucién Unica de nuestro problema discreto. Ademads, como en este trabajo
se van a considerar problemas de flujo con nimero de Reynolds bajo, no es necesario aplicar
técnicas de estabilizacion con respecto al término convectivo. Por tanto, después de linealizar
el problema de Navier-Stokes y de discretizar por elementos finitos, resulta en un sistema de
ecuaciones lineales de tipo punto silla

A B u) [ f
B 0 p/) \g
que hay que resolver en cada iteracion.

Para la implementacién por elementos finitos de este sistema es usual construir la matriz me-

diante el algoritmo de ensamblado. En cambio, debido al caracter semi-estructurado de la malla,
nuestro propdsito es llevar a cabo una implementacion basada en moléculas para las regiones
estructuradas de la misma, ya que esto nos proporciona ventajas tanto en el ahorro de memoria
como en la rapidez de cdlculo. Ademds, un pequeio nimero de moléculas es suficiente para
representar los operadores discretos asociados a los términos lineales de nuestro problema, ya
que éstos son iguales para todos los nodos interiores.
Debido al uso de elementos finitos cuadraticos para las velocidades, las incdgnitas estdn local-
izadas tanto en los vértices de la triangulaciéon como en los puntos medios de los lados. Por
lo tanto, se obtienen diferentes ecuaciones y como consecuencia diferentes moléculas depen-
diendo del tipo de nodo considerado. Para la construccién de estas moléculas, se extiende la
filosofia utilizada en Gaspar et al. (2010) al caso de elementos finitos cuadraticos. Esta gener-
alizacion fue desarrollada en Heidenreich et al., donde se presento el célculo eficiente de estas
moléculas usando un hexdgono de referencia. En particular, podemos obtener una expresion de
las moléculas buscadas en funcién de ciertas moléculas calculadas a-priori sobre el hexdgono
de referencia. Con esta estrategia de implementacién de las moléculas, obtenemos grandes ven-
tajas en cuanto a la eficiencia del método. Esto se basa en que cada vez que se debe realizar
el cdlculo de 1a molécula, en vez de tener que ensamblar las contribuciones de cada uno de los
seis tridngulos que intervienen en la ecuacion, simplemente se multiplican los coeficientes que
se obtienen a partir de la transformacion afin por las moléculas en el hexdgono de referencia,
que han sido calculadas y almacenadas a-priori.

3 METODO MULTIMALLA EFICIENTE BASADO EN UN SUAVIZADOR DE TIPO
CAJA

El disefio de un método multimalla geométrico eficiente depende en gran medida de la inter-
accion entre el suavizador y el operador de correccion en la malla grosera. Esto provoca, que
la eleccion de las componentes que forman el algoritmo tenga mucha influencia en el compor-
tamiento final del método. En primer lugar, una jerarquia de mallas debe de ser definida para
su implementacién. Como hemos dicho antes, la aplicacion de varios niveles de refinamiento
regular sobre una malla inicial no estructurada da lugar a una jerarquia de mallas anidadas glob-
almente no estructuradas pero que son adecuadas para el desarrollo del método multimalla, ya
que en las regiones estructuradas de la malla la aplicacion del método multimalla geométrico
es directa. En cuanto a los correspondientes problemas en las mallas groseras, consideraremos
la discretizacion directa de las ecuaciones en cada una de las mallas de la jerarquia. Como op-
eradores de transferencia entre las distintas mallas, elegimos interpolacién lineal y su adjunto



como restriccion para la presion, ya que estas incognitas son aproximadas mediante elemen-
tos finitos lineales. Mientras que para las velocidades, que se aproximan utilizando elementos
finitos cuadrdticos, elegimos interpolacion cuadratica y la restriccién su adjunta. Més concre-
tamente, en la Figura 1, se muestran las expresiones de la restriccion resultante para cada uno
de los tipos de punto de la malla en los que se discretizan las velocidades. Podemos observar,
que para los puntos medios de los lados horizontales, verticales y diagonales, la expresion es
la misma, solo que involucra a las incognitas que aparecen alrededor del punto considerado en
cada caso.

Por dltimo, el suavizador suele ser la componente que més influye en el comportamiento de

Puntos medios verticales Puntos medios diagonales

Figura 1: Restriccién para los diferentes tipos de puntos de la malla en los que las incégnitas asociadas a las
velocidades son discretizadas.

un método multimalla geométrico, y mds ain cuando se trabaja con sistemas de PDEs. Asi
pues, tenemos que seleccionarlo cuidadosamente de forma que tenga buenas propiedades de
suavizado con respecto a nuestro problema particular. En el caso de las ecuaciones de Navier-
Stokes, como se ha comentado antes, el sistema lineal de ecuaciones que debemos resolver,
resulta ser de tipo punto silla. Esto provoca que los suavizadores estdndar no den buenos re-
sultados, y por lo tanto un suavizador mds sofisticado es necesario. Una vision general acerca
de los métodos multimalla geométricos mas apropiados para este tipo de sistemas discretizados
sobre mallas rectangulares, fue presentada en Oosterlee and Gaspar, donde los métodos mul-
timalla basados en suavizadores de tipo caja o suavizadores distributivos aparecian como los
mas adecuados para la resolucidn eficiente de los problemas de tipo punto silla. Debido a que
para algunas ecuaciones, el disefio de un suavizador distributivo no es inmediato, la relajacién



de tipo caja parece la mejor opcién para nuestro problema. Estos suavizadores, consisten en
descomponer la malla en pequefios subdominios, que suelen solaparse, y tratarlos de forma
separada, es decir, las ecuaciones correspondientes a los puntos que componen cada uno de los
subdominios se resuelven de forma simultdnea como un sistema.

Estos suavizadores fueron introducidos en Vanka (1986), para resolver la discretizacién por
diferencias finitas sobre mallas rectangulares de las ecuaciones de Navier-Stokes. Y desde en-
tonces, es usual su aplicacion en el contexto de problemas de dindmica de fluidos, por ejemplo,
en [39, 40, 71]. Estos suavizadores se han utilizado principalmente en mallas rectangulares,
pero en este trabajo, se presenta una extension de los suavizadores de tipo caja para mallas
triangulares, adecuada para las ecuaciones de Navier-Stokes, que son las que nos ocupan. En
particular, las incégnitas que resolvemos simultdneamente son para cada vértice de la malla, la
incognita de la presion situada en dicho vértice, y las 38 incOgnitas asociadas a las velocidades
que estan situadas en el hexdgono que aparece alrededor de dicho vértice, ver Figura 2. Por

Figura 2: Inc6gnitas que forman los subdominios considerados para el suavizador de tipo caja, y son relajadas
simultdneamente.

lo tanto, el suavizador consiste en recorrer los vértices de la malla en orden lexicogréfico, y
para cada vértice resolver el sistema 39 x 39 correspondiente a la caja asociada a dicho punto.
Este tipo de suavizadores resulta ser de alto coste computacional, pero es necesario para el buen
funcionamiento del multimalla. Una variante de estos suavizadores con menos coste computa-
cional es el suavizador de tipo Vanka diagonal, que serd investigado en el futuro.

4 EXPERIMENTO NUMERICO: PROBLEMA DE LA CAVIDAD

Nuestro objetivo en esta seccion es la resolucion de la discretizacion por elementos finitos
P2-P1 del problema del flujo laminar incompresible en una cavidad triangular impulsada por
una pared mévil, mediante la aplicacién del método multimalla geométrico propuesto en la sec-
cién anterior.

En el campo de dindmica de fluidos, se han realizado un gran nimero de estudios acerca del
problema de flujo laminar incompresible en una cavidad rectangular impulsada por una pared
movil. Debido a la simplicidad de la geometria y las condiciones de contorno, este problema
se ha utilizado a menudo como test para nuevas técnicas 0 métodos numéricos para problemas



de flujos de recirculacién. Menos estudios se han realizado de este problema con geometrias
mas complejas. Aqui proponemos como problema test el cdlculo de flujo sobre una cavidad
triangular impulsada por una pared mévil. El pardmetro que controla el flujo es el nimero de
Reynolds, que se define tomando como velocidad caracteristica la velocidad de la parte superior
y como dimensidn caracteristica el lado de la cavidad.
Vamos a considerar dos dominios con geometrias triangulares diferentes. El primer dominio
considerado consiste en un tridngulo equilatero de lado unidad, como se muestra en la Figura 3
junto con las condiciones de contorno. El nimero de Reynolds considerado para la simulacion
es 20, y como podemos observar en la Figura 4, un gran voértice central abarca gran parte de la
cavidad, ademds de aparecer una pequefia zona de recirculacién asociada a uno de los vértices
de la cavidad.

Este problema ha sido resuelto por el método multimalla descrito anteriormente. Un F-ciclo

u=1, v=0

Figura 3: Dominio triangular equildtero para el problema de flujo laminar incompresible en una cavidad triangular.

con tres etapas de pre-suavizado y tres de post-suavizado ha sido utilizado, dando lugar a un
método muy eficiente puesto que factores de convergencia préximos a 0.1 son obtenidos. Por

Figura 4: Vértices obtenidos en el problema considerado en el dominio triangular equildtero, para nimero de
Reynolds 20.

otro lado, el segundo experimento consiste en resolver el problema del flujo laminar incompre-
sible en una cavidad triangular is6sceles, que tiene un dngulo pequefio. En particular, el dominio
de este segundo ejemplo es un tridngulo isésceles con dngulo comtn de 75°, como se observa



en la Figura 5. La solucién obtenida se muestra en la Figura 6, donde podemos observar como

u=1, v=0

Figura 5: Dominio triangular isosceles para el problema de flujo laminar incompresible en una cavidad triangular.

aparecen cuatro vortices en lugar de los dos que aparecian en el caso del dominio triangular
equilatero.

Sin embargo, en relacion con la eficiencia del método multimalla aplicado, se obtiene un de-
terioro del factor de convergencia debido a la anisotropia de la malla. En particular, para el
tridngulo isdésceles se obtiene un factor de convergencia alrededor de 0.2. Suavizadores de tipo
caja por lineas son requeridos en estas situaciones, pero esto serd considerado en un futuro
trabajo.

Figura 6: Voértices obtenidos en el problema considerado en el dominio triangular isdsceles, para nimero de
Reynolds 20.
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